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1 DEFINITION DES DISKRETEN, LINEAREN INVERSIONSPROBLEMS 3

1 Definition des diskreten, linearen Inversionsproblems

Messwerte

Aus einer geophysikalischen Messung liegen N Messwerte d, vor. Diese werden als Komponenten im
Vektor d zusammengefasst. Der Vektor d ist ein Element des N-dimensionalen Datenraumes.

Im Beispiel Bouguer-Anomalie (Skriptum, Seite 35) sind die d, die fiir die Orte (z = X,z = 0)
bestimmten Werte der Bouguer-Schwere-Anomalie g5 (X}).

Modellparameter

Die Materialeigenschaften des untersuchten Mediums, welche sich in den Messwerten dj, ausdriicken,
werden im diskretisierten Fall durch M Modellparameter m; beschrieben. Sie werden als Komponenten
im Vektor m zusammengefasst. Dieser ist ein Element des M -dimensionalen Modellraumes.

Im Beispiel Bouguer-Anomalie (Skriptum, Seite 35) geben die m; den Wert von Dichteanomali-
en Ap; gegeniiber dem Hintergrundmediuman. Diese sind an diinnen, unendlich langen Stiben in y-
Richtung an den Positionen (x = x;,z = z;) angebracht. Die betrachtete Materialeigenschaft (Mas-
sendichteverteilung) ist nicht diskret, sondern eine kontinuierliche Funktion p(z,y, z) des Raumes. Nur
durch eine bestimmte Annahme iiber die Geometrie der in Frage kommenden Anomalien ist die Beschrei-
bung durch einen diskreten Satz von Parametern m; moglich.

Vorhergesagte Messwerte

Die mathematische Formulierung physikalischer Gesetzmifigkeiten erlaubt nun eine Vorhersage von
Messwerten. Die aufgrund der physikalischen Theorie vorhergesagten N Messwerte werden mit s be-
zeichnet und im Vektor §' zusammengefasst. Auch dieser ist eine Element des NV-dimensionalen Daten-
raumes.

Besteht ein linearer Zusammenhang zwischen Materialparametern m; und theoretischen Messwerten
Sk, so kann dieser durch ein Gleichungssystem

s1=Gumy +Gioma + -+ Giymy
s2 = Goarmy + Gaama + - - + Goyymoy

sy = Gyimy + Gryamo + - -+ Gyyma

oder kompakter durch
§=Gm 1
ausgedriickt werden. Die Gy, sind dabei die Elemente der (IV x M )-Matrix G.

Die Matrix G wird als , Matrix der partiellen Ableitungen™ oder ,,Koeffizienten-Matrix der Vorher-
sagegleichung™ bezeichnet. Sie enthilt den beschriebenen physikalischen Zusammenhang zwischen Ma-
terialeigenschaften und erwarteten Messwerten. Falls dieser Zusammenhang nichtlinear ist, kann er in
den meisten Fillen iiber eine Reihenentwicklung linearisiert und in der Form (1) geschrieben werden
(Skriptum, Abschnitt 4.3).

Im Beispiel Bouguer-Anomalie (Skriptum, Seite 35) lauten die Elemente der Matrix G

Az

Gu=2y——""—+—.
Kl ’Y(Xk — SC[)Q + 27

2)

Dabei ist y = 6,673 - 10711 1}'(2122 die Gravitationskonstante und A; ist die Querschnittsfliche der Box, die

zur stabformigen Masseanomalie Ap; gehort.
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Inversionsaufgabe

Die Aufgabe der Dateninversion lautet nun:

Finde einen Satz von Modellparametern m;, so dass die vorhergesagten Messwerte s;, moglichst
gut zu den tatsdchlich gemessenen Werten dj, passen.

Was ,,moglichst gut* bedeutet, muss noch niher definiert werden. Manchmal ist es moglich §'und d durch
eine entsprechende Wahl von /7 in (1) identisch zu machen. Dies ist aber meistens garnicht gewiinscht,
da die d Stordignale enthalten konnen, welche nicht durch (1) beschrieben werden.

2 Least-Squares Losung

Fiir die Losung des Inversionsproblems als Least-Squares-Problem, wird die Forderung ,,5"soll moglichst
gut zu d passen” wie folgt formuliert:

Suche einen Satz von Modellparametern m;, so dass die Differenz zwischen s und d im
quadratischen Mittel |d — 5] minimiert wird.

Die Forderung lautet also

E?=|d—Gm

, N M 2 '
= Z <dk — Z leml> = min. (3)
k=1

=1

Beziiglich der Parameter m; ist die Funktion E?(173) ein Paraboloid mit exakt einem Minimum. Das gilt
allgemein, da alle quadratischen Terme m? einen positiven Koeffizienten 22/1:1 G7%, haben. Am Mini-
mum gilt

0E?

— =0 firallel. 4
aml

Die Forderung (4) ldsst sich mit (3) zum Gleichungssystem

8E2 N N
T = 2; dy, — ; Gumi | (=Grj) =0 fiiralle j (5)

umformen. Das kann kompakter als
G'Gm=G"d (6)

geschrieben werden. Diese Form wird als ,,Normalengleichung” bezeichnet. Die Losung von (6) erfiillt
die Forderung (3) und ist damit die gesuchte Losung des Inversionsproblems.

Das Gleichungssystem (6) kann mit Standardverfahren, wie dem Gauf3-Jordanschen Eliminationsver-
fahren (Skriptum, Seite 57), gelost werden, falls die Determinante der symmetrischen Koeffizientenmatrix
G' G nicht verschwindet, also det(GT G) # 0 gilt. Falls G G regulir ist, ist sie auch positiv definit. Hiufig
ist die Matrix G' G zwar nicht mathemtisch singuliir, aber nahezu singulir. Dann kann die unmittelbare
Losung von (6) zu numerischen Problemen fiihren oder sehr ungenau werden.

3 Generalisierte Eigenwertzerlegung (SVD)

3.1 Eigenwertanalyse

Siehe das Skriptum (Miiller, 1987, Abschnitt 5.2, Seite 62) fiir eine ausfiihrlichere Beschreibung der
Eigenwertanalyse.
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3 GENERALISIERTE EIGENWERTZERLEGUNG (SVD) 5

3.2 Generalisierte Eigenwertzerlegung (SVD)

Untersucht wird das Eigenwertproblem

Fi = A\ )

fon G
= (& o) ®)

eine ((N+M) x (N +M))-Matrix mit der (N x M )-Koeffizenten-Matrix G der Vorhersagegleichung (1).
Die Matrix Oy ist eine (IV x N)-Matrix aus lauter Nullen und die Matrix 0, eine ebensolche (M x M)-

Matrix. Der Vektor
L (U
w_(g ©)

wird in den N-dimensionalen Vektor # und den M -dimensionalen Vektor ' zerlegt.

Dabei ist

Auf diese Weise erhélt man die gekoppelten Eigenwertprobleme

Gy = N\ (10a)
und
Gl = N (10b)
Diese lassen sich in die entkoppelten Probleme
GG, = Ny (11a)
und
GGt = A7) (11b)

mit den gemeinsamen Eigenwerten \? tiberfiihren. Aus der Losung von (11) erhélt man p positive Eigen-
werte \; und die zugehorigen Eigenvektoren ¢} und @; (Skriptum, Seite 67). Dabei ist p < min(N, M).
Die Eigenwerte seien der Grofe nach entsprechend A; 11 < A; geordnet, A\; ist dann der grofite Eigenwert.

Es ist zu beachten, dass (11a) ein (N x N)-Problem ist. Man erhilt daraus N Eigenvektoren ;. An-
dererseits ist (11b) ein (M x M )-Problem aus dem man M Eigenvektoren 7} erhilt. Die Gleichungen (10)
verkniipfen die beiden Sitze von Eigenvektoren. Und zwar werden immer der Eigenvektor #; und der Ei-
genvektor v; zum selben Eigenwert A; mit demselben Index | miteinander verkniipft. Diese Verkniipfung
ist natiirlich nur fiir [ < min(N, M) mdglich. AuBerdem ist fiir N < M die Matrix in (11b) singulir. Sie
enthilt dann M — N linear abhiingige Spalten (und Zeilen) und damit ebenso viele Eigenwerte, die gleich
null sind. Ist M < N, so gilt die entsprechende Uberlegung fiir (11a). Natiirlich kann die Zahl der linear
abhingigen Spalten und Zeilen in (11) noch groBer sein. Daher ist die Zahl p der von null verschiedenen
Eigenwerte immer kleiner oder gleich min(N, M).

Da durch (11) nur )\12 und nicht )\; bestimmt wird, bleibt die Wahl fiir ein positives oder negatives
Vorzeichen von )\; frei. Beide sind unabhingige Eigenwerte des Problems in (7). Die zugehorigen Ei-
genvektoren U; und 4; unterscheiden sich jedoch nur darin, dass einer von beiden mit ); das Vorzeichen
wechselt. Dies fiihrt auf verschiedene Eigenvektoren & fiir verschiedene Vorzeichen von A. Da in den
folgenden Betrachtungen aber immer nur ¢; und u; getrennt voneinander benutzt werden und « im Fol-
genden keine Bedeutung mehr hat, ist es ausreichend, sich auf die Eigenwerte mit positivem Vorzeichen
zu beschréinken.
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6 3.3 Elemente der SVD

3.3 Elemente der SVD

Mit
U = {(td,do,...Up), (U1, Ups2,---UN)}, (12a)
(NXN)
U, Uo
(N xp) (Nx(N=p))
V = {(1717172,...ﬁp),(ﬁp+1,77p+2,...17]\/[)} und (12b)
(M x M)
Vo Vo
(M xp) (Mx(M~—p))
A, =diag(N) fir 1<I<p (12¢)
(pxp)

werden die Eigenvektoren und Eigenwerte der Generalisierten Eigenwertzerlegung (SVD) zu Matrizen
zusammengefasst (Skriptum, Seite 68). Dabei sind die Spaltenvektoren ; der Matrix U die Eigenvekto-
ren des Eigenwertproblems (11a). Und die Spaltenvektoren v; der Matrix V sind die Eigenvektoren des
Eigenwertproblems (11b).

Die beiden Sitze von Eigenvektoren sind orthonormal, also

Upt; =0y firk,l=1,...M und Uty = 0y firk,l=1,...N. (13)
Dabei ist
5t {1 fiir k= 4
0 firk#1
das Kronecker-Symbol. Fiir die Matrizen U und V gilt also
UTU=UUT =1y und VIV =WT =1,. (15)

1y isteine (VN x N) Einheitsmatrix und 1 ps eine (M x M) Einheitsmatrix.

3.4 Transformierte Riume

Die M orthonormalen Vektoren #; bilden eine alternative Vektorbasis fiir den Modellraum. Beziiglich
dieser Basis ldsst sich der Modellvektor

M
=Y wm} (16)
=1

mit den Komponenten m; angeben. In vektorieller Schreibweise ist die orthogonale Matrix V die Trans-
formationsmatrix, mit der die Hintransformation

m*=VTm (17a)
und Riicktransformation
m = Vm”* (17b)

bewerkstelligt werden konnen.

In gleicher Weise bilden die /N orthonormalen Vektoren ; eine Basis fiir den Datenraum. Mit den
Komponenten d; wird der Datenvektor

N
d="> i d; (18)
=1

beziiglich dieser alternativen Basis angegeben. In vektorieller Schreibweise ist die orthogonale Matrix U
die Transformationsmatrix, mit der die Hintransformation

& =U"d (192)
und Riicktransformation
d=Ud* (19b)

bewerkstelligt werden kénnen.
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3 GENERALISIERTE EIGENWERTZERLEGUNG (SVD) 7

3.5 Diagonalform der Vorhersagegleichung

Die Wahl der ¢ und ; als neue Basis von Modell- und Datenraum erlaubt die Diagonalisierung der
Vorhersagegleichung (1). Die Gleichung

§=Gm (20a)
wird mit (16) zu
M M
§=GY oim{ =Y Goym} (20b)
=1 =1
und mit (10a) zu
p
§=Y i \mi. (20c)
=1

Mit (18) kann aus (20c) die Diagonalform

o

der Vorhersagegleichung identifiziert werden. Die Summe in (20c) wird nur bis p ausgefiihrt. Fir N < M
existieren natiirlich keine #; mit ! > N. Die Gleichung (10a) kann diesen Indexbereich nicht angewendet
werden. Es ist dann aber auch klar, dass mit den ; fiir alle { = 1, ... N die volle Basis fiir den Datenraum
bereits ausgeschopft ist. Fiir p < N konnen die Beitrdge fiir [ > p unberiicksichtigt bleiben, weil die
zugehorigen Eigenwerte gleich null sind.

Der Modellvektor zur Komponente m; ist ¢, also gerade der Eigenvektor oder Basisvektor zum In-
dex . Die Eigenwertgleichung (10a) kann als Vorhersagegleichung fiir den Modellvektor 77 = ¥ gelesen
werden. Der Vektor der vorhergesagten Messwerte ist in diesem Fall 5= \;u;. In diesem Sinne kann den
drei SVD-GroBen v, 4; und A; ein physikalischer Zusammenhang zugeschrieben werden. Entspriachen
die Materialeigenschaften gerade dem Modell-Eigenvektor 4}, so wiren die dadurch verursachten Mess-
werte gerade das \;-fache des Daten-Eigenvektors ;. Da die v; und u; jeweils normiert sind, kann weiter
gesagt werden, dass die ¥} zu groBen A; Modellstrukturen beschreiben, die bereits bei kleinen Betréigen
der Modellparameter ein groBes Mess-Signal hervorrufen. Umgekehrt wird von Strukturen #; zu kleinen
A; auch bei gro3en Parameter-Werten nur ein kleines Mess-Signal erzeugt.

3.6 Faktorisierung der Vorhersagematrix

Da nur p < M Eigenwerte \; ungleich null sind lautet die vollstindige Vorhersagegleichung unter Ver-
wendung der neuen Basisvektoren

P
5= Z @GN (Tim). (22)
1=1
Mit den in (12) definierten Matrizen lautet (22)
§=UpA,V, 1. (23)

In dieser Gleichung lasst sich die Faktorisierung

G=U,A,V, 24)

der Vorhersagematrix G erkennen. Es ist U, eine (N x p)-Matrix, A, eine (p x p)-Matrix und V) eine
(p x M)-Matrix.

Diese Form der Eigenwertzerlegung fiir eine nicht-symmetrische Matrix G wird als ,,singular value
decomposition (SVD)* oder ,,Generalisierte Eigenwertzerlegung bezeichnet.

$Id: IBSVD.tex 10475 2011-12-30 08:52:25Z tforb $ Draft: Inversionstheorie



8 3.7 Nullraume

3.7 Nullriaume

Auch beziiglich der neuen Basis ¢ ist der Modellraum noch M -dimensional. Im Fall p < M wirken
sich aber nur p unabhingige Komponenten m; des Modellvektors auf die vorhergesagten Messwerte aus.
Umgekehrt betrachtet konnen fiir p < N aber auch nur p unabhingige Komponenten s; der Messwerte
erzeugt werden, obwohl der Datenraum beziiglich der neuen Basis #; immernoch N-dimensional ist.

Um deutlicher zwischen den wirksamen und unwirksamen Anteilen unterscheiden zu koénnen wird
eine neue Bezeichnungsweise fiir die Komponenten von Modell-Vektor und Daten-Vektor beziiglich der
SVD-Basis eingefiihrt. So gilt m; = m} und d; = dj fiir die wirksamen Anteile mit [ < p. Fiir die
unwirksamen Anteile mit [ > p werden die Bezeichnungen m; = m; und d] = d} gewihlt.

Der Unterraum des Modellraums, der durch die Spaltenvektoren von Vj in (12b) aufgespannt wird,
wird als Nullraum des Modells bezeichnet. Anteile

M
o= Y m{'i, (25)
l=p+1

des Modells, die in diesem (M —p)-dimensionalen Unterraum liegen, tragen nichts zu den vorhergesagten
Messwerten in (1) bei. Ein Nullraum des Modells existiert auf jeden Fall fiir unterbestimmte Félle mit
M > N.

Der Unterraum des Datenraums, der durch die Spaltenvektoren von Uy in (12a) aufgespannt wird,
wird als Nullraum der Daten bezeichnet. Anteile

N
do= Y d'ii, (26)
l=p+1

des Daten, die in diesem (/N — p)-dimensionalen Unterraum liegen, konnen durch (1) nicht erzeugt wer-
den. Ein Nullraum der Daten existiert auf jeden Fall fiir iberbestimmte Félle mit N > M.

Der Anteil ,
i = Y mji, (27)
=1

des Modellvektors, der voll zu den vorhergesagten Messwerten beitrigt, erhélt keinen speziellen Namen.
Die vektoriellen Transformationsgleichungen fiir diesen p-dimensionalen Unterraum des Modellraumes
lauten
mo=Vpm'  und o =V (28)
Der Vektor 1/ ist p-dimensional und fasst die Komponenten m; zu einem Vektor zusammen.
Ebenso erhilt der Anteil

p
dp = dii, (29)
=1

des Datenvektors, der mit der Vorhersagegleichung (1) erzeugt wird, keinen speziellen Namen. Die vekto-
riellen Transformationsgleichungen fiir diesen p-dimensionalen Unterraum des Datenraumes lauten ent-
sprechend

d=U,d ud d=Uld (30)

p
Der Vektor d’ ist p-dimensional und fasst die Komponenten d; zu einem Vektor zusammen.

Mit der kombinierten Hin- und Riicktransformation
1o = VoV m (31a)
kann der Nullraum-Anteil und mit
MMy = Vp V1 (31b)
kann der wirksame Anteil des Modellvektors extrahiert werden. Entsprechendes ist mit

do = UgUJd (31c)

Draft: Inversionstheorie $Id: IBSVD.tex 10475 2011-12-30 08:52:25Z tforb $



3 GENERALISIERTE EIGENWERTZERLEGUNG (SVD) 9

und
dy = U,UTd (31d)

im Datenraum moglich. Die Gleichung (31c) extrahiert die nicht vorhersagbaren Messwert-Anteile und
(31d) die vorhersagbaren (und damit invertierbaren).

Die Matrix R = VpV; wird in Abschnitt 4.2 als ,,Resolutionsmatrix‘ beschrieben. In dhnlicher Weise
tritt S = U pUZT, in Abschnitt 4.3 als ,,Informationsidchte-Matrix* auf.

3.8 Rang und Konditionszahl
3.8.1 Rang der Matrix G

Die Zahl p der von null verschiedenen Eigenwerte \; heifit Rang der Matrix G. Es gilt immer
p < min(M, N). (32)

Der Rang der Matrix gibt die Anzahl der linear unabhéngigen Zeilen und Spalten in G an. Im tiber-
bestimmten Fall N > M sind N — M Spalten von G linear abhingig von den restlichen Spalten. Im
unterbestimmten Fall M > N sind M — N Zeilen von G linear abhingig von den restlichen Zeilen.

Es konnen aber auch immer mehr Spalten voneinander linear abhiingig sein, was bedeutet, dass ver-
schiedene Kombinationen von Modellparametern dieselbe Wirkung auf die vorhergesagten Daten haben.
Dann ist auch im iiberbestimmten Fall p < M. Ebenso konnen auch im unterbestimmten Fall voneinan-
der linear abhéngige Zeilen von G existieren. Das bedeutet dann, dass verschiedene Kombinationen von
Messwerten in gleicher Weise von den Modellparametern abhéngen. Dann ist p < N.

Fiir den Fall p < M verschwindet die Determinante det(G'G) der Matrix in der Normalengleichung
(6). Das Least-Squares-Gleichungssystem kann dann nicht eindeutig gelost werden. In diesem Fall muss
ein Verfahren wie die SVD verwendet werden.

3.8.2 Konditionszahl der Matrix G

Fir N = M ist G quadratisch. Ist p < N = M so ist G singuldr und kann nicht invertiert werden. Fiir
den Fall p = N = M heifit das Verhiltnis

min(A;)

i =1,...
max(\) mit [ yoi P (33)

zwischen kleinstem und grofStem Eigenwert die Konditionszahl der Matrix. Je kleiner die Konditionszahl,
umso schwerer kann die Matrix numerisch invertiert werden und umso schwerer 146t sich das zugehorige
Gleichungssystem 16sen. Man kann auch sagen, fiir eine kleine Konditionszahl wird die Matrix beziiglich
der Rechengenauigkeit singulédr und das Ergebnis der Matrix-Inversion, bzw. der Losung des Gleichungs-
systems wird zunehmend von Rundungsfehlern bestimmt (Press et al., 1992, Abschnitt 2.6). Fiir einfach
genaue Rechnung betriigt die relative Rechengenauigkeit in der Regel 1076 (Regionales Rechenzentrum
fiir Niedersachsen, 1987), fiir doppelt genaue Rechnung 10~1°. Die Konditionszahl darf nicht kleiner als
die Rechengenauigkeit werden, damit das Problem iiberhaupt noch behandelt werden kann.

Froberg (1972, Abschnitt 4.4) zitiert dazu folgendes Beispiel von T. S. Wilson: Zu 16sen sei das Glei-
chungssystem

AZ =17 (34a)
mit
100 7 8 7
7 5 6 5
A= 8 6 10 9 (34b)
7 5 9 10
fiir die Vektoren
32 32.01 32.1
Lo |23 Lo 12299 | 229
1= 53] 27 [ 3209 UM B399 (34¢)
31 31.01 31.1
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10

Die zugehorigen Losungen lauten

1 1.50 6

.1 . o8 . -T2

Tr1 = 1 y 2 = 1.19 und 3 = 29 . (34(1)
1 0.89 —-0.1

Bereits kleine Anderungen der rechten Seite des Gleichungssystems () fiihren zu groBen Anderungen
der Losung (Z). Die Losung ist in diesem Sinne nicht stabil. Das Gleichungssystem ist schlecht konditio-
niert. Ubertragen auf das Inversionsproblem bedeutet das, dass bereits kleine Storanteile in den Daten zu
erheblichen Modellperturbationen fiihren.

3.8.3 Konditionszahl der Matrix G' G fiir p = M

Die Matrix der Least-Squares Normalengleichung (6) ist die quadratische Matrix G'G. Fiir den Fall
p < M ist die Determinante von G' G gleich null und das Gleichungssystem kann nicht gelost werden.
Dies kann auch bei formal iiberbestimmten Problemen (N > M) der Fall sein.

Mit der Faktorisierung (24) kann die Eigenwertzerlegung der Matrix

G'G = VuAy U Uns AV, = VA2, Vi, (35)
N—_——

1m

fiir den Fall p = M unmittelbar angegeben werden. 1y, ist die (M x M) Einheitsmatrix. Die Eigenvek-
toren sind also die Spaltenvektoren der Matrix V5, und die Eigenwerte sind die M von null verschiedenen
A? aus der Diagonale der Matrix A2, = diag(\?). Damit ist die Konditionszahl der Matrix G' G

min(A?)

—_— i =1,...M
max()\%) mit [ , 36)

das Quadrat der Konditionszahl der Matrix G. Eine Losung des Inversionsproblems iiber eine SVD der
Matrix G ist daher immer numerisch stabiler, als die direkte Losung des Least-Squares-Gleichungssystems
(6). Dies ist einer der Griinde, weshalb die SVD als Losungsverfahren zu bevorzugen ist.

4 Least-Squares-Losung mit SVD

Fiir die weitere Behandlung des Least-Squares-Problems werden einige Umformungen der Normalen-
gleichung (6) unter Verwendung der SVD-Elemente (12) und der Faktorisierung (24) der Matrix G vor-
genommen:

G'Gm=G"d (37a)
VA, UTU, AV 7 = VA U d (37b)
N——
1p
VA2V T = VAUl d (37¢)
A,V (370) - A Vi =Uld (37d)
m &
At (37d) : Vi =AUld (37¢)
—~— ~~
' &
V, - (37e) : V,V) i = VAt UL d (370
N~ N—_——
R H
U, - (37d) : UpA, Vi = U,Ur d (372)
—— N——
G S

Dabei ist A, = diag(1/\;).
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4 LEAST-SQUARES-LOSUNG MIT SVD 11

4.1 Diagonalform

Mit Gl. (37d) wurde das Least-Squares-Problem (37a) auf Diagonalform gebracht. Beziiglich der neuen
Basis zerfillt das Gleichungssystem in p unabhiingige Gleichungen

Al = d. (38)

Die Losung dieses Gleichungssystems ist mit (37¢) bereits angegeben worden. Die Komponenten

(39)

der gesuchten Losung lassen sich beziiglich der neuen Basis unmittelbar angeben. Vergleicht man (38)
mit der Diagonalform (21) der Vorhersagegleichung, so wird deutlich, dass im transformierten Raum
einfach d’ = G'n’ = A,n’ nach i/ aufgeldst wird, um die Least-Squares-Losung zu erhalten.

Aus den p Komponenten der Lésung 77’ im transformierten Raum lassen sich unmittelbar die Werte
der Losung m = V' im nicht transformierten Raum bestimmen. Vollstindig ausgeschrieben lautet die
SVD-Losung also

P o
=3 G (40)

Uber die Nullraum-Komponenten m’ der Losung erfahrt man aus den Gleichungen (37) zunéchst
nichts. Multipliziert man (37c) von links mit V0 , um etwas iiber die Nullraum-Komponenten zu erfahren,
so erhilt man die triviale Aussage 0 = 0. Die Nullraum-Komponenten bleiben weiterhin unbestimmt und
werden in (40) implizit gleich null gesetzt. In Abschnitt 4.4 wird diese Wahl als verniinftig begriindet.

4.2 Generalisierte Inverse und Auflosungsmatrix

In (37f) treten die sogenannte Auflosungsmatrix R = VpV; und die Generalisierte Inverse H = VA U;
auf.

ImFallp = M < N wird die Auﬂosungsmatnx R = 1, zur Einheitsmatrix. Die Beziehung m = Hd
kann damit als Umkehrung der Forderung G = d verstanden werden. In der Tat bildet H mit HG = 1,
in diesem Fall eine Art Inverse der Matrix G. Allerdings ist H eine (p x N)-Matrix und der Datenraum
kann einen Nullraum aufweisen, so dass nicht alle Linearkombinationen der d; einen Einfluss auf die iiber
(37f) bestimmte Losung haben (daher spricht man von generalisierter Inverser).

4.2.1 Unterbestimmter Fall

Im unterbestimmten Fall mit p = N < M gilt GH = 1,,. AuBlerdem weicht R mehr oder minder von der

Einheitsmatrix ab. Fiir diesen Fall wird ein Datensatz betrachtet, der mit d= Gm,, aus einem bekannten
(,,wahren) Modell berechnet wurde. Wird dieser Datensatz mit G = Up/\pV;,@r in (37e) eingesetzt, so
erhélt man p Komponenten von

m' = NAtd = A UTU, A, V) . 1)
N——
J‘I’
~————
lP
Daraus erhilt man die SVD-Losung (40)
1M = Vi = VpV ] 1y, = Ritiy, (42)

des Least-Squares-Problems beziiglich der urspriinglichen Basis. Die Resolutionsmatrix gibt also an, wie
das wahre Modell im unterbestimmten Fall auf das durch Least-Squares-Inversion bestimmte Modell
abgebildet wird. Die Gleichung (42) ist bereits in (31b) aufgetreten. Dort wurde sie als Extraktion der
wirksamen Modellanteile interpretiert.
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12 4.3 Informationsdichte-Matrix

Nun konnte man meinen, dass die Aussage R = 1, fiir den iiberbestimmten Fall bedeute, dass
es ausreicht, durch die Wahl einer kleinen Anzahl M von Modellparametern im Verhiltnis zur Zahl N
der Messwerte ein optimales Ergebnis sicherstellen zu konnen. Dies ist nicht der Fall, wie unten gezeigt
werden wird! Die Resulotionsmatrix macht nur eine Aussage iiber den Fall in dem tatsdchlich alle Anteile
der Daten durch die Beziehung 5= Gm beschrieben werden konnen. Alle davon abweichenden Signale
in den Daten konnen auch im iiberbestimmten Fall fatale Folgen haben (siehe Abschnitt 5.1.2).

4.3 Informationsdichte-Matrix

Im unterbestimmten Fall mit p = N < M wird die sogenannte Informationsdichte-Matrix S = U‘?U; =
1, zur Einheitsmatrix. In diesem Fall sind das Least-Squares-Problem mit der Forderung |5 — d|* = min,
welche zum Gleichungssystem (37a) fiihrt, und die unmittelbare Forderung Gm = d &dquivalent, da die

Daten theoretisch exakt vorhergesagt werden koénnen. Dies ist aus (37g) ersichtlich.

4.3.1 Uberbestimmter Fall

Im {iberbestimmten Fall p = M < N weicht S von der Einheitsmatrix ab. In (37g) stehen mit § = G auf
der linken Seite die fiir des Ergebnismodell vorhergesagten Messwerte. Weicht S von der Einheitsmatrix
ab, so bedeutet das, dass die Messwerte d nicht exakt reproduziert werden (was fiir den iiberbestimmten
Fall auch nicht zu erwarten ist). Anteile der Messwerte, die nicht reproduziert werden kénnen, liegen im
Nullraum der Daten und tragen nicht zum Inversionsergebnis bei!

Im iiberbestimmten Fall p = M < N kann das Inversionsergebnis
i = V,A, Ul d (43)

mit (37f) und R = 1, unmittelbar angegeben werden. Die vom Ergebnismodell 77} vorhergesagten Mess-
werte sind

§= G = Up\,V, (44a)
und mit (43)
=Up Ay VoV, AU d = Sd. (44b)
——"
lP
~———
lP

Die Informationsdichte-Matrix S gibt also an, welche Messwerte § fiir einen gegebenen Datensatz d
unter der Least-Squares-Bedingung bestenfalls theoretisch vorhergesagt wiirden. Die Gleichung (44b) ist
bereits in (31d) aufgetreten. Dort wurde sie als Extraktion der vorhersagbaren Datenanteile interpretiert.

4.4 Eigenschaften der SVD-Losung

Wird das Least-Squares-Problem (37a) mit den Mitteln der SVD geldst, so erhélt man die Losung gemif3

(37e) als
L g & ad
n=>am =Y gt =Y G, 45
m ;vzm ;w/\l Z N (45)

Diese wurde bereits mit (40) angegeben. Die Losung minimiert ganz offensichtlich |G — cﬂ 2, denn sie
ist eine Losung von (37a). Im unterbestimmten Fall ist sie aber nur eine von vielen Losungen, denn ihr
konnten beliebige Anteile aus dem Nullraum des Modells hinzugefiigt werden. Die allgemeine Losung
lautet dann

p ﬁd_’ M

- - ! ~

My = E ZT\Z + E umy . 46)
=1 ~— l=p+1

Nullraum-Beitrag
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5 CUTOFF-VERFAHREN 13

Die von beiden Modellen vorhergesagten Messwerte § = G, = Gm sind identisch. Damit sind die
Losungen hinsichtlich der Messdaten ununterscheidbar.

Die Modelle unterscheiden sich aber hinsichtlich ihres Betragsquadrates, das sich einfach als

P lad] &
— 1 2
el = ||+ Y 47)
=1 M I=p+1
—_———
|73 |2 |77i0]2

schreiben lésst, da die Basisvektoren ¢ gemiB (13) orthonormal sind. Wegen (47) gilt immer || <
|74 |. Die Losung (45) des Inversionsproblems ist also das Modell mit dem kleinsten Betrag. Das ist eine
sinnvolle Eigenschaft. Im Sinne der geophysikalischen Interpretation des Beispiels ,,Bouguer-Anomalie*
heiflt das beispielsweise, dass man das Modell erhélt, welches die Daten mit den geringsten notwendigen
Betrigen der Massendichte-Anomalie erkldrt. Es wird also nicht mehr Struktur erzeugt, als zur Erkldrung
der Messwerte notwendig ist.

Mit (45) erhilt man also eine Losung 11, welche die folgenden wichtigen Eigenschaften besitzt:

1. Im Fall p = N werden die Messwerte d = G exakt reproduziert. Im tiberbestimmten Fall p < N
erhilt man eine Losung, welche die Abweichung der Vorhersage von den Messwerten im quadrati-
schen Mittel |d — Go73|* minimiert.

2. Im Fall p = M gibt es nur genau ein Modell, welches die Least-Squares-Bedingung fiir die Mess-
werte erfiillen kann. Im unterbestimmten Fall p < M erhilt man das Modell mit dem kleinsten
Betragsquadrat |17]2.

3. Man erhilt immer ein Modell, das die Messung im Sinne des diskreten, linearen Zusammenhangs
§ = Gm erklirt. Fiir das Beispiel der Bouguer-Anomalie erhilt man also immer nur ein Modell,
das die Messdaten durch an diinnen Stében aufgereihte Masseanomalien erkldrt. Andere Massever-
teilungen werden nicht beriicksichtigt!

5 Cutoff-Verfahren

Mit Hilfe der SVD-Basisvektoren und Eigenwerte kann die Berechnung der vorhergesagten Messwerte
als

p
§=Grit = UpA\ Vit = Y iy Ay (77) (48)
=1

geschrieben werden. In (48) wird unmittelbar deutlich, dass die Terme zu groen Eigenwerten \; unter
der Summe am meisten zum Ergebnis beitragen. Die Vektoren ¢ und ; sind normiert und liefern daher
alle den gleichen Beitrag.

In vielen Fillen erweist es sich als giinstig, das Ergebnis-Modell nur aus den Termen zu grof3en
Eigenwerten zusammenzusetzen. Das soll im Folgenden begriindet werden.

Die Eigenwerte )\; seien der GroBe nach in absteigender Folge gemify
Al > A1 (49

sortiert. Das Inversionsproblem wird jetzt gemaf (39) geldst, das Ergebnismodell

B

5m} (50)

mg =
l

Il
-

aber nur aus den Termen mit den ¢ grofiten Eigenwerten zusammengesetzt. Diese Vorgehensweise wird
als Cutoff-Verfahren bezeichnet. Nun soll die Cutoff-Losung

q -

. L ud

g = Y UZA% (51)
=1

aus verschiedenen Perspektiven betrachtet und untersucht werden.
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14 5.1 Der Einfluss von Storsignalen

5.1 Der Einfluss von Storsignalen

Fiir die folgenden Uberlegungen soll ein Datensatz

d = Gty + 7 (52)
invertiert werden. Die Daten setzten sich aus zwei Anteilen zusammen. Der erste Term (Gr,,) ist der
Anteil, der tatsdchlich durch Materialeigenschaften 1, (das ,,wahre” Modell) hervorgerufen wurde, die
durch ein Modell in der verwendeten Diskretisierung beschrieben werden konnen. Der zweite Term (77)
fasst alle ,,Storsignale™ zusammen. Diese konnen durch thermisches Rauschen der Messgerite, durch un-
zureichende Beschreibung der physikalischen Zusammenhinge durch G (Nichtlinearitit, etc.) oder durch
Eigenschaften des Mediums hervorgerufen sein, die zwar dem theoretisch beschriebenen Zusammen-
hang geniigen, aber nicht durch die Diskretisierung m erfasst werden konnen (im Beispiel ,,Bouguer-
Anomalie”: alle Dichteanomalien, die kleinrdumiger variieren als es das Raster von Linienmassen zuldsst).

Wird der Datensatz (52) gemiB (51) invertiert, so erhilt man als ,,Cutoff-Modell*

q - - R
. U (Gmy + 171
g =3 g TG + %)

Y (53a)
I=1
i (UA VT, + 7
=34 Uy o ) (53b)
=1 !
— P — - —
¢ U (Z Uk Ak (vkmw)) + 1)
_ Z T k=1 53
= 1 (53¢)
Al
=1
und wegen der Orthogonalitit der ; in (13)
q - S
LA w) +
-3 & ¢ (O + ) (53d)
Al
I=1
- (@a) | _ N ;1
~ N5 | (i, =S () + 2 53
; 1 l( ) Y ;vz [ l+>\z] (53e)

Alle Komponenten m,,; des ,,wahren Modells“ gehen mit gleichem Gewicht in die Losung ein. Storsi-
gnalanteile n; zu kleinen \; werden aber stark iiberbetont.

5.1.1 Daten-Misfit

Das wesentliche Kriterium fiir die Least-Squares-Losung des hier besprochenen Inversionsproblems ist,
dass die Messwerte im quadratischen Mittel moglichst gut durch die theoretische Vorhersage erklirt wer-
den. Nach erfolgter Inversion kann die Abweichung zwischen Daten und vorhergesagten Messwerten, der

sogenannte Misfit der Daten berechnet werden als

d— Gitg| = |Gy + 7 — Gty | (54a)
p N q 2
= zz:ihAl(lUﬂQW)—FZE: UNI ZE:iZAl lnﬂiq (54b)
=1 =1 =1
q p
= Zﬁl [N +np — Amy] + Z 0 [Nmw) +ny) + Z w ny (54¢)
=1 l=q+1 l=p+1
und wegen der Orthogonalitiit der ; in (13)
z 2 L 2 al 2
= umag+np = AT+ Y g +ngc+ Y [y (54d)
=1 l=q+1 l=p+1
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5 CUTOFF-VERFAHREN 15

und weil nach (53¢) m; = my,| + nj/\;, gilt weiter

2 D N
n; 2 2
= E Nimw, +np — N <mwf + )\Z> + E [Ny +nl” + E In)’ (54e)

=1 l=q+1 l=p+1
also
p N
2 2
= > i+t + > gl (549)
l=q+1 l=p+1

Der erste Term in (54f) enthélt Anteile, die daher riithren, dass der Modellraum nur bis zur Komponente
q ausgeschoft wird. Der zweite Term riihrt daher, dass fiir den iiberbestimmten Fall p < N ein Teil
der Storsignale in den Nullraum der Daten fillt. Dies konnen insbesondere Anteile sein, die aufgrund von
Materialeigenschaften entstanden sind, die sich nicht auf dem gewihlten Modellraster beschreiben lassen.
Dies ist ein gewichtiger Grund dafiir, ein Inversionsproblem mdoglichst unterbestimmt zu formulieren.

Je mehr Komponenten benutzt werden, umso kleiner wird der Misfit. Wird ¢ um eins erhoht, so nimmt
der Daten-Misfit um

. 2 . 2 P N
d- Gm(qﬂ)‘ =G| = 3 g i+ S P (55a)
l=q+2 I=p+1
P N
D R R i (55b)
l=q+1 I=p+1
2
= — sty + o) (53¢)
’ 2 ’ 2
:‘m<q+1))‘(‘1+1)| :‘d(ﬁl))
ab. (Im Falle )\(q+1)mwz 1) = fnz g+1) kompensieren die Storsignale das echte Mess-Signal, so dass

der Netto-Messwert d/ g1 verschwindet.) Die Terme mit groBen \; tragen also besonders viel zur Ab-
nahme der Misfits und damit zur Erkldarung der Messwerte bei. Bei kleinen ); tiberwiegt der Term n’( a+1)
gegeniiber )\(q+1)mw’(q 41 in (55¢). Bei weiterer Erhohung von ¢ wird dann zunehmend Storsignal erklart
und immer weniger Anteile die tatsdchlich durch 7, berschrieben werden konnen. Es ist dann nicht mehr
sinnvoll die Cutoff-Ordnung g weiter zu vergrofern.

5.1.2 Modell-Misfit

Nun wird das ,,wahre* Modell 17, mit dem Cutoff-Ergebnis 173, verglichen. Die mittlere quadratische
Abweichung zwischen beiden Modellen ist

M q - 7
— — —- > - . uld
[ — 10 |* = D> T (T77h) = Y @ N (56a)
I=1 1=1
2
q ad M
=D a G — 5 |+ Y () (56b)
=1 ! l=q+1
und wegen der Orthogonalitit der ¥
Lo 2 M
uy N .
:Z — — UyMw| + Z |vlmw|2 (56¢)
=1 | "M I=g+1
und mit (52)
iy & 8y M
1 L S ! . .
=YD Ak (g + |+ > [ (56d)
=1 | M =1 ! I=q+1
q
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und wegen der Orthogonalitit der ;

Z |mWI| +

l=q+1 I=p+1

(56¢)

Der erste Term von (56e) entsteht durch Anteile des Modells, die verworfen wurden, indem nur Terme bis
zur Ordnung ¢ in der Inversion (51) beriicksichtigt wurden. Der zweite Term stammt aus dem Nullraum
des Modells und tritt fiir unterbestimmte Probleme zwangsldufig auf. In ihm driickt sich das prinzipiell
beschrinkte Auflosungsvermogen der Inversion aus. Der ditte Term beschreibt Anteile, die durch Storsi-
gnale hervorgerufen wurden.

Wird die Cutoff-Ordnung ¢ um eins erhoht, so nimmt der Modell-Misfit um

g+l , 2
o . 2 n
b — 1T 41)|” — |17t — 171 |* = Z ]+ Z | +Z & (57a)
l=q+2 I=p+1
p q n/ 2
SD SRCHTD DN oI INES
I=q+1 I=p+1 =1 1M
n’ 2
= — |my/ ‘ (g+1) (57¢)
‘ At N DY
ab. Das heif3t, der Modell-Misfit nimmt {iberhaupt nur ab, solange
n’ 2
‘ RE B DY

ist! Aber gerade fiir die groBen Cutoff-Ordnungen mit kleinen Eigenwerten A, 1) gewinnt der Storsignal-
Term zunehmend an Einfluss.

5.1.3 Schlussfolgerung fiir die Anwendung des Cutoff-Verfahrens

Zur Verringerung des Daten-Misfits tragen in erster Linie die Anteile kleiner Cutoff-Ordnung ¢ mit
groBBen Eigenwerten \; bei. In (55c¢) ist erkennbar, dass ab einer bestimmten Cutoff-Ordnung ¢ und
kleiner werdenden Eigenwerten \; der Modell-Term Am,,” gegeniiber dem Storterm n’ an Bedeutung
verliert. Die wesentlichen Anteile der Messwerte sind dann bereits durch das Modell 1, erklirt. Weitere
Erhohung von ¢ fiihrt zu zunehmender Anpassung von Storsignalen.

Andererseits wird die Abweichung des invertierten Modells 1, vom ,,wahren* Modell 173,, mit zuneh-
mender Cutoff-Ordnung ¢ nicht unbedingt kleiner, sondern kann im Bereich kleiner Eigenwerte aufgrund
der Storignale auch wieder zunehmen. Dies ist aus (57c¢) ersichtlich.

In vielen Fillen nimmt der Daten-Misfit hauptsichlich iiber wenige Cutoff-Ordnungen ab. Ab einer
optimalen Cutoff-Ordnung g sind dann iiber 95% der Messwerte erklirt und bei weiterer Erhhung von
g nimmt der Daten-Misfit nicht wesentlich weiter ab. Dafiir konnen noch erhebliche Modell-Veridnderun-
gen bei weiterer Erhhung von ¢ auftreten. Diese werden aber lediglich dadurch hervorgerufen, dass
Storanteile der Messdaten durch eine inaddquate Vorhersage 5= Gni angepasst werden.

Bei der Behandlung eines konkreten Problems ist es auf jeden Fall empfehlenswert den Daten-Misfit
(54f) und den Modell-Misfit (56e) iiber die Cutoff-Ordnung ¢ graphisch aufzutragen und anhand dieser
Darstellung ein optimales gopt und damit 773, als Inversionsergebnis festzulegen.

6 Stabilisierte Least-Squares Inversion
oder ,,Marquardt-Verfahren‘

6.1 Zusitzliche Forderung an die Modellparameter

Bisher wurde die Least-Squares-Aufgabe immer wie folgt gestellt: Gesucht wird ein Satz von Modell-
Parametern m;, welcher die Abweichung der vorhergesagten Messwerte Gt von den realen Messwerten
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6 MARQUARDT-VERFAHREN 17

d im quadratischen Mittel |d — Gi7|2 minimiert. Zumindest im unterbestimmten Fall M > N fiihrt
diese Bedingung allein nicht zu einer eindeutigen Losung. Es gibt dann unendlich viele Modelle, die
alle die Messdaten gleich gut (in der Regel exakt) anpassen und die sich nur durch Nullraum-Anteile
unterscheiden. Die SVD-Losung, das wurde gezeigt, fiihrt dann immer automatisch zum Modell der
kleinsten quadratischen GroBe |173]2.

Reale Daten enthalten immer Storsignale. Daher ist es nicht sinnvoll ein Modell zu suchen, welches
die Messwerte exakt reproduziert. Wird fiir das optimale Modell gefordert, dass es die Grofie

. 2
E? = ‘d—§" + 02 | (59)

minimiert, so enthélt das explizit die Forderung, dass auch |172|? selbst mdglichst klein sein soll. Es wird

dann auf eine exakte Anpassung der Daten d verzichtet, zugunsten moglichst kleiner Modellwerte. Der
Parameter v erlaubt das Gewicht zwischen der Forderung moglichst kleiner Residuen der Messwerte
einerseits und moglichst kleiner Modellwerte andererseits zu verschieben.

Wird wiederum Stationaritit von (59) beziiglich aller m; also

2
9E" Lo firallel (60)
(‘9ml

gefordert, so erhdlt man nun das Gleichungssystem

(GTG + 1?1y ) m =G'd, 61)

dessen Losung die gesuchten Modellparameter ergibt. Unabhingig von den Eigenschaften der Matrix
G'G ist das gesamte Gleichungssystem (61) mit der Matrix (GTG + v21,;) jetzt in jedem Fall ragulir
(wegen Addition der Einheitsmatrix) und lédsst sich daher problemlos mit Standard-Verfahren 16sen. Da-
her spricht man auch von , stabilisierter” Inversion.

6.2 Eigenwertzerlegung
6.2.1 Least-Squares Losung
Analog zu (37c¢) lautet (61) nach Einfiihrung der SVD-Faktorisierung G = Up/\pV;

(VpA2V] 4+ 021 0p) 1 = VA, U d. (62)
Durch multiplizieren von (62) mit VOT erhélt man die Bedingung

m; =0 fiir l > p, (63)

also fiir die Modellparameter des Nullraums. Im Gegensatz dazu ergab sich ohne die zusétzliche Bedin-
gung fiir die Modellparameter in Abschnitt 4 keine explizite Bedingung fiir die Nullraum-Komponenten

mj’. Wird (62) hingegen mit A;lv; multipliziert, so erhilt man analog zu (37d) die transformierte (dia-
gonalisierte) Form

(A + V2NN Vi = U d (64)
— =~
m b7
des Least-Squares Gleichungssystems.
Die komponentenweise Losung
Al
!’ U
my = W d; (65)

des Gleichungssystems (64) fiihrt zusammen mit (63) zur vollstdndigen Losung

P
n=34 Al .
m = 2 ’Ulm (Uldj (66)
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18 6.2 Eigenwertzerlegung

Wirksame Eigenwerte beim Marquardt-Verfahren

2vi(A)

0.1

0.01

Abbildung 1: Wirksame Eigenwerte bei der stabilisierten Least-Squares Inversion. Bei der nicht-stabilisierten Inver-
sion wurden die Modellparameter m; = d;/)\; durch Multiplikation der Daten d; mit den reziproken Eigenwerten
1/ berechnet. Je kleiner der Eigenwert )\;, umso stirker wurden die Datenanteile d; (einschlieBlich der darin
enthaltenen Storsignale) in das Modell eingebracht. Bei der stabilisierten Least-Squares Inversion ist der reziproke
Eigenwert durch \;/(\? + /%) ersetzt. Dieser Faktor wird fiir Eigenwerte \; ~ v maximal und nimmt fiir kleinere
Eigenwerte wieder ab.

fiir die stabilisierte Least-Squares Inversion. In der dazu korrespondierenden Losung (40) des nicht-
stabiliserten Verfahrens, trat der Faktor 1/); in jedem Term auf. Fiir kleine Eigenwerte fiihrte das zu
den in Abschnitt 5.1 beschriebenen fatalen Auswirkungen von Storsignalen.

An die Stelle des reziproken Eigenwertes tritt in (66) der Faktor

Al

—_ 67
peat (67)

der in Abbildung 1 in Abhingigkeit vom Eigenwert A dargestellt ist. Fiir abnehmende Eigenwerte wichst
dieser Faktor nur bis A & v wie 1/\. Fiir kleinere A; nimmt er wieder ab. Das entspricht einem sanften
Cutoff-Verfahren, bei dem Terme mit \; < v zunehmend unterdriickt werden. Fiir A — 0 strebt der
Faktor gegen null und nicht gegen unendlich!

6.2.2 Auflosungsmatrix

Wird ein Datensatz d = Gm,, invertiert, dessen Werte bekannte (,,wahre) Modellparameter 17,, abbilden,
so erhilt man

P
o SN - o
= l; e (M) = Rifiy (68)
als Ergebnis. Dabei ist
, AL T
R = Vp dlag (W) Vp (69)

die Auflosungsmatrix fiir die stabilisierte Least-Squares Inversion. Bemerkenswert ist, dass nun auch
fiir den iiberbestimmten Fall p = M < N die Matrix R keine Einheitsmatrix ist. Modellanteile, die
wegen kleiner Eigenwerte gefihrdet sind, stark durch Storsignale beeinflusst zu werden, sind im Ergebnis
nicht enthalten. Diese werden zugunsten der Minimierung von |173|? fiir kleiner werdende \; zunehmend
unterdriickt.

Fiir die Wahl v = 0 erhilt man natiirlich wieder den Fall einer nicht stabilisierten Inversion. Inbeson-
dere fiir p = M wird dann R = 1 »; wieder zur Einheitsmatrix. Fiir v — oo gehen alle Modellparameter
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6 MARQUARDT-VERFAHREN 19

gegen null. Es wird dann einfach das Modell mit dem kleinsten Betragsquadrat, nédmlich |7|? = 0, reali-
siert. Die Messwerte werden nicht mehr erklirt.

6.3 Umgang mit physikalischen Einheiten

Bisher wurden nie die physikalischen Einheiten der verwendeten Grofen betrachtet. In realen Inversi-
onsprobelemen haben natiirlich sowohl die d;, wie auch die m; jeweils eine wohl definierte Einheit und
GroBenordnung. In den vorangegangenen Abschnitten wurden sie stillschweigend als einheitenlos behan-
delt oder es wurde zumindest vorausgesetzt, dass alle d; dieselbe Einheit haben. Das Gleiche gilt fiir die
mj.

Natiirlich miissen dann auch in allen anderen Gréfen, wie etwa G oder den Eigenwerten )\;, Einhei-
ten auftreten. Solange multipliziert wird, wie in § = G, ist dies unproblematisch. Aber bereits (59)
und spiter (67) erfordern, dass v dieselbe Einheit aufweist, wie die Eigenwerte \;. Und diese wieder-
um miissen die Einheit ,,Dateneinheit geteilt durch Modelleinheit* aufweisen. Im Beispiel der Bouguer-
Anomalie wire das die Einheit mGal/ _£5.

Explizit behandelt werden miissen die physikalischen Einheiten dann, wenn nicht alle Modellparame-
ter dieselbe Einheit aufweisen oder Daten unterschiedlicher Einheiten verwendet werden. Beispielsweise
gehen bei der Inversion der Dispersion von Oberflaichenwellen, prinzipiell nicht nur die seismischen Ge-
schwindigkeiten, sondern auch die Massendichte als Modellparameter in das Problem ein. In diesem Fall
wiirden Modellparameter Einheiten kTm und %5 miteinander kombiniert. Andererseits kénnte man bei
der Inversion die Werte fiir die Massendichte besser abzusichern versuchen, indem die Phasengeschwin-
digkeit von Oberflichenwellen (Einheit %m) zusammen mit Schweremessungen (Einheit mGal) invertiert
wird. Dann konnte bereits die GroBe |d — 5] nicht mehr so einfach berechnet werden, da sie Terme

unterschiedlicher Einheit summieren wiirde.

Als Ausgangspunkt der Betrachtung wird zunéchst (59) umformuliert zu

2 o2
+ e ||m|”. (70)

EQ:“J—§

Dabei stehen nun ||d — 5|2 und ||7||? nicht mehr fiir Betragsquadrate, sondern fiir das Quadrat einer
,,Norm", einem einheitenlosen Wert, der die Grof3e von d—3 beziehungsweise 77 bemisst. Diese Operation
muss fiir Daten- und Modellraum einzeln definiert werden und hat natiirlich in beiden Riumen eine
unterschiedliche Form und Bedeutung.

6.3.1 Gewichtung der Daten

Zur Bewertung der Daten wird der sogenannte Misfit

2

-

2 d—§”2:’W(J—§)

X" = (71)

als Norm eingefiihrt. Die Elemente der Matrix W gewichten die Elemente in der Fehlerquadratsumme.
Im einfachsten Fall ldsst sich diese Matrix und ihre Inverse durch

o1

1
W = diag <) und W' = diag (07) (72)

angeben. Dann lautet der Misfit
dl — 5] 2
2
= . 73
=y (1) 73

Dabei gibt ¢ eine Toleranz der Messwerte an (zum Beispiel eine Standard-Abweichung). Die Messwer-
te gehen dann mit dem Gewicht 1/0 in die Summe ein. Je besser ein Messwert durch die Messung
bestimmt wurde, umso groBeres Gewicht hat er in der Inversion (und umgekehrt). Gleichzeitig hat oy
dieselbe physikalische Einheit wie d; und ist (falls eine verniinftige Anpassung erreicht wurde) von glei-
cher Grofenordnung wie (d; — s;). Werden also alle Messwerte im Rahmen der Messtoleranz erklirt,
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20 6.3 Umgang mit physikalischen Einheiten

so werden in (73) lauter einheitenlose Terme der Gréenordnung eins summiert — unabhéngig von den
(moglicherweise unterschiedlichen) physikalischen Einheiten und Gréenordnungen der d;.

Falls bei der Messung starke Korrelationen zwischen den Messfehlern der einzelnen d; auftraten,
diese bekannt sind und in die Inversion einflieBen sollen, so lassen sich auch Kovarianzen der Messwerte
tiber die Nicht-Diagonalelemente von W beriicksichtigen.

Die Matrix W kann gemif
®=Wd und d=W'd (74)

als Transformationsmatrix fiir die Daten verstanden werden. Sie erzeugt aus einem Datenvektor d einen
Vektor d° in einem normierten, einheitenlosen Datenraum.

Zur Berechnung der Losung des Problems wird nur W benétigt. An keiner Stelle muss W tatséchlich
berechnet werden. Auch beruht die Losbarkeit des Inversionsproblems nicht auf der Existenz von W',
Die Matrix W darf daher sogar singulér sein.

6.3.2 Forderungen an die Modellparameter

Ahnlich wie fiir die Daten wird nun auch die Modell-Norm
I]|* = X[ (75)

iiber eine Gewichtungsmatrix X und |X73|? definiert. Im einfachsten Fall kann die Matrix X eine Diago-
nalmatrix sein, deren Elemente durch sogenannte ,,Suchbereiche* r; (Wielandt, 1991) definiert werden.
Dann ist
1
X = diag () und die Inverse X~ = diag (1) . (76)

Tl

Die Norm (75) lautet dann

, M my\ 2
=3 () <77>
Dabei hat r; die physikalische Einheit von m; und gibt die Grolenordnung £7; an in der ein verniinfti-
ger Wert fiir m; gesucht wird. Dies ist besonders dann sinnvoll, wenn m; eine Abweichung von einem
Referenzwert darstellt. Erst wenn dieser Suchbereich ausgeschoft ist, triagt der entsprechende Term mit
der GroBenordnung eins zur Summe bei. Der Wert von Parametern mit kleinem Suchbereich wird in der
Inversion klein gehalten zu Lasten von Parametern mit groem Suchbereich.

Beispiele fiir mogliche Bedeutungen der Suchbereiche:

e Die m; konnten Abweichungen von einem Standard-Erdmodell angeben. Dann wird mit den r;
definiert, wie grof} jeweils die neue Information sein soll, die dem Modell durch die Inversion
hinzugefiigt wird.

e Oder die m; sind Modellparameter nach einer Linearisierung und geben die Anderung beziiglich
eines Startmodells an. Dann kann mit den r; dafiir gesorgt werden, dass die m; den Bereich nicht
verlassen, in dem die Linearisierung eine gute Niherung ist.

e Die m; sind im Beispiel der Bouguer-Anomalie unmittelbar Masseanomalien. Fiir m; = 0 liegt ein
homogenes Hintergrundmodell vor, welches nur eine Tiefenvariation aufweist. Mit den r; kann ein
Wert fiir die erwartete Grofle der Anomalie eingebracht werden.

Die Matrix X ist aber auch geeignet komplexere Zusammenhénge einzufiihren. Bedeuten die
my = vp(l1Az) (78)

die p-Wellen-Geschwindigkeit in der [-ten Schicht aus einem Stapel homogener Schichten der Dicke Az,
so kann mit

1 -2 1 0 0
1 o1 —2 1 0 ..
X=xz]0 0 1 -2 1 .. (79)
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6 MARQUARDT-VERFAHREN 21

eine zweite Ableitung durch Differenzenquotienten genédhert werden. Die Minimierung der Norm wiirde
dann bedeuten, dass das glatteste Modell gesucht wird, also das, welches die Daten erklirt und dabei mit
moglichst wenig Detailstruktur auskommt.

Mit der Wahl der Elemente in X werden also immer zusitzliche Erwartungen ausgedriickt, die an
das Ergebnismodell gestellt werden. Formal hat das den Effekt, dass das Inversionsproblem nie unter-
bestimmt sein kann. Auf diese Weise ist es dann auch problemlos moglich M > N zu wihlen und so
einen Nullraum der Daten zu vermeiden. Grundsitzlich kdnnen beliebig viele Linearkombinationen der
Modellparameter durch eine (n x M)-Matrix X eingebracht werden, solange n > M ist!. Fiir n < M
wird die Matrix XTX singulir. Dann konnen die unten beschriebenen Umformungen nicht durchgefiihrt
werden.

Mit der Matrix X und ihrer Inversen kann die Transformation
¢ = Xm und m = X"'m° (80)
fiir die Modellparameter definiert werden. Dabei sind die m; ein Satz von normierten Parametern (ein-

heitenlos und von gleicher Gréenordnung).

Zur Losung des Inversionsproblems muss die Matrix X' berechnet werden. In der Tat ist zur Be-
stimmung der Faktorisierung (86) und schlieBlich der Losung (87) nur die Matrix X' notig. X selbst
tritt nur innnerhalb der Matrix X7X in (82) auf. Daher kann X bei Bedarf durch eine Ersatzmatrix mit
berechenbarer Inverser ersetzt werden?.

6.3.3 Das Least-Squares Gleichungssystem

Mit den Definitionen (71) und (75) fiihrt die Forderung, dass (70) stationér beziiglich aller m; sein soll,
zum Gleichungssystem

(GTWTWG + v2XTX) i = GTWTWd. (82)

Durch Multiplikation von (82) mit X~ T (der Transponierten von X~') von links, erhilt man
(XTGTWTWGX " + 121 ) Xzt = X TGTWT Wd. (83)

In diesem Gleichungssystem lassen sich die normierten Gré3en d° gemiB (74) und m° gemah (80) iden-
tifizieren. Das endgiiltige Least-Squares Gleichungssystem lautet damit

(XTTGTWTWGEX " + 121 5) m® = X TGTWT P (84)

Die Form von (84) wird formal identisch mit (61), wenn man WGX~* durch G° ersetzt. Man erhilt so

(G°TG® + 121 y) m® = G d°. (85)

Nach der Faktorisierung

G® =WGX ™" = UyA,V] (86)

lassen sich dann alle fiir die stabilisierte Least-Squares Inversion hergeleiteten Formeln benutzen.

Auf diese Weise erhilt man schlieBlich das Inversionsergebnis

= X'V, diag ()\2

) uTWd. 87)

IFiir die Ableitungsmatrix (79) ist dies nicht der Fall. Die Minimierung der zweiten Ableitung definiert die Werte nur bis
auf zwei Integrationskonstanten. Der Matrix (79) miissen also zwei zusitzliche Zeilen hinzugefiigt werden, die beispielsweise die
Minimierung des Absolutwertes zweier Modellparameter verlangen.

2Lisst sich X~ nicht unmittelbar bestimmen (weil X eventuell nicht quadratisch ist), so kann eine Ersatzmatrix X mit be-
rechenbarer Inverser X~ benutzt werden. Zur Bestimmung von X~ wird zunichst die SVD-Faktorisierung von X = UAVT
durchgefiihrt. Mit den so ermittelten GroBen gilt

XTX = VA2VT = XTX. 81)

Anhand der SVD-GroBen kann nun die (M x M) Ersatzmatrix X = AVT, sowie deren Inverse X =1 = VA~! ermittelt werden.
Vorraussetzung dafiir ist allerdings, dass XTX regulir ist!
Nun wird X7 X in (82) durch XT X ersetzt und auch in den darauffolgenden Formeln mit der Ersatzmatrix weitergerechnet.
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22 6.4 Least-Squares Inversion mit definierter Toleranz

Die Gleichung (87) kann ganz anschaulich interpretiert werden. Zunéchst werden die Daten durch den
Faktor W normiert. Dann wird durch den Faktor

. )\l T
Vp dlag (W) Up (88)
das stabilisierte Inversionsproblem fiir ein gegebenes v gelost. SchlieBllich fiigt der Faktor X~ den nor-
mierten Modellparametern wieder Einheiten hinzu und versetzt sie in die richtige Gréenordnung.

6.4 Least-Squares Inversion mit definierter Toleranz

Sind die Toleranzen o; der Messwerte d; verniinftig gewihlt, so sollte die Anpassung der vorhergesagten
Messwerte an die Daten nur soweit vorangetrieben werden, bis |d; — s;| die GroBenordnung von |o;| hat.
Dann ergibt sich fiir den Misfit (73) der Wert N. Statt einen moglichst kleinen Misfit zu fordern, kann es
dann sinnvoll sein das Modell kleinster Norm ||173|| zu suchen, welches gerade zu x? = N fiihrt. Um dies
zu erreichen, wird die Optimierungsaufgabe nun als Minimierungsaufgabe mit Nebenbedingung gestellt.
Die Nebenbedingung lautet y? < T, wobei sinnvoller Weise 7' = N gewihlt wird.

Minimiert wird dann nicht mehr (70) sondern die Funktion

= 2
L, 7) :n(Hd—GmH —T) + w2, (89)

Der Faktor 7 spielt die Rolle eines Lagrange-Parameters. Gefordert wird nun die Stationaritit

OL(Tm) 1o fir alle 1 (90a)
3ml

beziiglich der m;, welche zum bekannten Gleichungssystem (83) fiihrt, ndmlich
1 -
(XTTGTWTWGX ™" + 1) Xt = X~ TGTWTWd. (90b)
Ui

Zusitzlich wird nun aber mit

OL (1, m)

on =0 (90c)

auch die Stationaritit beziiglich n gefordert. Diese fiihrt auf die gewiinschte Nebenbedingung
- 2
V2= ’W (d — Gm)‘ _ T (90d)

Zur Losung des Inversionsproblems muss nun das Gleichungssystem (90b) mit dem bekannten Ver-
fahren gelost werden. Allerdings ist der Parameter 7 nicht beliebig, sondern muss so gewihlt werden,
dass er (90d) erfiillt. Es wird also zunéchst eine Bestimmungsgleichung fiir 7 benétigt, die nicht explizit
m enthilt, Mit (87) ist ein giiltiger Ausdruck fiir 772 bekannt. Damit Lisst sich der Misfit x? allein durch
cz G? und 7 ausdriicken.

In die Formel fiir den Misfit

V2= ‘wcf— WGm’Q 91a)

werden zunichst die normierten Modellparameter 7° = Xi, die normierten Daten d® = Wd und die
Faktorisierung WGX ™" = Up/\pV; eingefiihrt. Damit ldsst sich x? als

- 2
= |d® — UpA,V,m® (91b)
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schreiben. Mit (66) kann das Ergebnismodell 7i° = V,, diag ( 1AL ) U;Jz> eingebracht werden, so dass

n)\l2+1
man
nAL 2
- ) T
= |d® — UpA, diag <77)\12 n 1) Upd<> 91c¢c)
erhilt. Wird nun der SVD-transformierte Datenvektor d’ = UZT,J<> benutzt, so erhilt man
- 2 N ,
=U, (1L, —A,di d dy 91d
p(p plag(n)\lg+1)> +Z 1 91d)

l=p+1

und schlieBlich

P - 2\ 2 N
:Z<n7;%vidl> + 3 (a’lwcf)z. ©le)

Der zweite Term ist der Nullraum-Beitrag der Daten. Mit M > N kann er bei der stabilisierten Inversion
bequem zum Verschwinden gebracht werden.

Zur Losung des Inversionsproblems sind nun also zwei Schritte notwendig. Nach erfolgter Eigen-
wertzerlegung WGX~" = U p/\pV; wird ein 7 gesucht, welches

p a7\ 2
@Wd o2
Ww L7 2
5 () -

1ost. Dies ist durch eine einfach Nullstellensuche moglich. Voraussetzung dafiir ist natiirlich, dass
2
]Ugvvﬂ <T (93)

erfiillt ist. Fiir das so ermittelte n ergibt sich die gesuchte Losung

. _ . A 7
m = X'V, diag <MQ - 1) Uy Wd (94)

des Inversionsproblems. Die Modellparameter 77 sind im Sinne von ||173||? die kleinsten, welche die Daten
genau im Rahmen der Messtoleranz erkléren.

6.4.1 Anmerkung zu linearisierten Problemen

Wird mit der hier beschriebenen Vorgehensweise ein linearisiertes Problem gelost, so kann die Bestim-
mung von 7 natiirlich nicht iiber (92) erfolgen. Die Losung kann nicht in einem Schritt gefunden werden,
sondern das Verfahren muss iteriert werden. Durch Losen von (90b) fiir verschiedene 7 mit wachsendem
Wert, und anschlieBende Berechnung des Misfits fiir eine exakte (nicht linearisierte) Vorhersage, verfolgt
man x2(n). In der Regel wird man dabei fiir eine erste Linearisierung G noch nicht den Wert 7T erreichen.
Der Misfit wird zunédchst abnehmen, dann ein Minimum erreichen und fiir groere 7 wieder zunehmen, da
dann die m; den Bereich der guten Niherung verlassen. Man wihlt dann das 7 fiir welches der kleinste
Misfit berechnet wurde als Startmodell fiir die ndchste Iteration. Fiir dieses Modell werden neue Koeffi-
zienten G der Linearisierung berechnet. Der ganze Vorgang wird solange wiederholt, bis x? = T erreicht
ist. Durch weiteres Iterieren kann bei gleichbleibendem Misfit eventuell noch ein Modell kleinerer Norm
gefunden werden.

Diese von Parker (1994) als ,,Occam-Methode* bezeichnete Vorgehensweise schopft den Linearisie-
rungsbereich bis zum duflersten Rand aus. Bei stark nichtlinearen Problemen kann das heikel sein und zu
instabilem Verhalten der iterativen Inversion fiithren (man ldauft dann im Modellraum immer hin und her).

Als Alternative bietet sich die sogenannte ,,Creeping-Methode™ an, bei der zunéchst ein konvservativ
(nicht zu groB) gewihltes 7 benutzt (und nicht variiert) wird, bis x? < T ist. Nur falls dies nicht erreicht
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wird, muss 7 vorsichtig vergroflert werden. Zum Schluss kann das kleinste 7 gesucht werden, fiir welches
x? = T noch erfiillbar ist. Dies fiihrt zum Modell kleinster Norm.

Das Creeping-Verfahren kann allerdings wesentlich mehr Iterationen benotigen als die Occam-Methode.
Das bedeutet, dass G wesentlich hiufiger berechnet werden muss, was je nach Problemstellung sehr auf-
wendig sein kann. Eine kleine Erleichterung kann es dann manchmal sein, G und die SVD-Faktorisierung
nicht fiir jeden Schritt neu zu berechnen, sondern nur den Vektor d zu aktualisieren, der ja bei linearisier-
ten Problemen die Differenz zwischen den Messdaten und der Vorhersage fiir das Startmodell darstellt.
Nur bei jedem zweiten oder dritten Iterationsschritt werden dann auch die Matrizen aktualisiert.

7 Erganzungen

7.1 Least-Squares fiir komplexe Grofien

Maoglicherweise treten bei einem Inversionsproblem komplexwertige Groflen auf. Das kann natiirlich nur
der Fall sein, wenn es sich dabei nicht unmittelbar um physikalische Observable handelt. So konnten
beispielsweise die Daten Fourier-Koeffizienten von Wellenformen sein. Oder die Modellparameter sind
komplexwertige Moduln eines im Frequenzbereich beschriebenen viskoelastischen Materialgesetzes.

In solchen Fillen konnen Real- und Imaginirteil der betrachteten GroBen als unabhingige Werte
aufgefasst werden. Das heift, in d und m stehen die Realteile und Imaginirteile als separate (reellwertige)
Elemente. Mit dieser Formulierung lassen sich alle oben abgeleiteten Werkzeuge unmittelbar anwenden.

7.1.1 Komplexwertiges Gleichungssystem

Eine Alternative besteht darin, das Least-Squares Gleichungssystem direkt fiir die komplexwertigen
Groflen herzuleiten. Betrachtet wird dazu wieder die Fehlerquadrat-Summe

o 2
E?2=|d-3§]| , (95)

wobei d den Vektor der Messdaten d; und § = G die aufgrund der Modellparameter m; vorhergesagten
synthetischen Daten s; bezeichnet. Die Matrix G 1ost das Vorwirtsproblem. In voller Allgemeinheit gilt
dabei

di, Gri,my e C. (96)

Zur Erfiillung der Least-Squares-Bedingung (E2 = min) miissen Realteil 72’ und Imaginirteil 7"
der Modellparameter als unabhingige Parameter der reellen Fehlerfunktion E? aufgefasst werden (was
sie tatséchlich auch sind). Es wird also

OE? | OE? | y
a—m; =0 und W =0 fiir alle [ o7
verlangt.
Mit & = d — §konnen die Ableitungen bequem als Vektoren
OE® fo oTaw 1T et
;| =-G'é-G'é" = 2R(G'd — G'Gni) und (98)
om;
OFE? -
(W) =iGle—iG'e" = —23(G'd — GTGm) (99)

geschrieben werden. Dabei ist G' die zu G adjungierte (komplex konjugiert, transponierte) Matrix, &*
ist der zu ¢ komplex konjugierte Vektor und R sowie & bezeichnen den Real- sowie Imaginirteil ihres
Arguments.

Somit erfiillt die Losung des komplexwertigen linearen Gleichungssystems
Glem = Gid (100)
die Least-Squares-Bedingung der Gleichungen (97).
Sind die Modellparameter rein reell, so ist
R(GIG)m = R(G'd) (101)

zu losen.
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